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KASR TARTIBLI DIFFUZIYA TENGLAMASI UCHUN KOSHI MASALASINI 

YECHISH USULLARI 

 

Badalov Tolib Tohir o‘gli 

Osiyo Xalqaro Universiteti 

 

Annotatsiya. Ushbu maqolada vaqt bo‘yicha Caputo ma’nosidagi kasr tartibli 

hosilaga ega bo‘lgan diffuziya tenglamasi uchun Koshi masalasini yechish usullari tadqiq 

etiladi. Masalaning analitik yechimini topishda Furye va Laplas integral almashtirishlari 

usuli qo‘llanilgan hamda yechim Wright va Foxning H - funksiyalari orqali integral 

ko‘rinishida ifodalangan. Maqolada asosiy operatorlarning xossalari, teoremalarning 

qat’iy matematik isbotlari va olingan natijalarning amaliy tatbiqi sifatida aniq model 

masalalar yechib ko‘rsatilgan. Natijalar anomal diffuziya va relyaksatsiya jarayonlarini 

modellashtirishda muhim ahamiyatga ega. 

Kalit so‘zlar: kasr tartibli hosila, Caputo hosilasi, Koshi masalasi, Laplas 

almashtirishi, Furye almashtirishi, Wright funksiyasi, anomal diffuziya, fundamental 

yechim. 

Аннотация. В данной статье исследуются методы решения задачи Коши для 

уравнения диффузии с дробной производной по времени в смысле Капуто. Для 

нахождения аналитического решения задачи применен метод интегральных 

преобразований Фурье и Лапласа, а решение выражено в интегральной форме через 

функции Райта и 𝐻-функции Фокса. В работе подробно изложены свойства 

основных операторов, строгие математические доказательства теорем, а также в 

качестве практического применения полученных результатов решены конкретные 

модельные задачи. Результаты имеют важное значение для моделирования 

процессов аномальной диффузии и релаксации. 

Ключевые слова: дробная производная, производная Капуто, задача Коши, 

преобразование Лапласа, преобразование Фурье, функция Райта, аномальная 

диффузия, фундаментальное решение. 

Abstract This paper investigates the methods for solving the Cauchy problem for the 

diffusion equation with a fractional time derivative in the Caputo sense. To find the 

analytical solution of the problem, the Fourier and Laplace integral transform methods are 

applied, and the solution is expressed in integral form through Wright functions and Fox's 

𝐻-functions. The paper presents in detail the properties of the main operators, rigorous 

mathematical proofs of theorems, and specific model problems are solved as a practical 

application of the obtained results. The results are of great importance for modeling 

anomalous diffusion and relaxation processes. 

Keywords: fractional derivative, Caputo derivative, Cauchy problem, Laplace 

transform, Fourier transform, Wright function, anomalous diffusion, fundamental solution. 
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So‘nggi o‘n yilliklarda kasr tartibli differensial tenglamalar nazariyasi matematik 

fizika, mexanika, gidrodinamika va fraktal muhitlar fizikasining eng tez rivojlanayotgan 

sohalaridan biriga aylandi. Klassik butun tartibli diffuziya tenglamasi zarrachalarning 

Markov jarayonlari va Broun harakatini tavsiflashda cheklangan imkoniyatlarga ega bo‘lib, 

g‘ovakli va tartibsiz muhitlarda, polimer tizimlarida hamda plazma fizikasida kuzatiladigan 

anomal diffuziya (subdiffuziya va superdiffuziya) hodisalarini adekvat modellashtira 

olmaydi. Ushbu fizik jarayonlarning tabiati “xotira effekti” (memory effects) va uzoq 

masofali korrelyatsiyalar bilan xarakterlanadi, bularni matematik nuqtai nazardan kasr 

tartibli integro-differensial operatorlar yordamida bayon etish o‘rinlidir. Vaqt bo‘yicha kasr 

tartibli hosilaga ega bo‘lgan subdiffuziya tenglamasi uchun Koshi masalasini o‘rganish bu 

boradagi fundamental muammolardan biri hisoblanadi. 

Ushbu tadqiqotda biz vaqt bo‘yicha 0 < 𝛼 ≤ 1 tartibli Caputo kasr hosilasiga ega 

bo‘lgan quyidagi anomal diffuziya tenglamasini ko‘rib chiqamiz: 

𝐶𝜕0𝑡
𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜆

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
,  𝑥 ∈ ℝ,   𝑡 > 0, 

bu yerda 𝜆 > 0 — diffuziya koeffitsiyenti, 𝐶𝜕0𝑡
𝛼  esa quyidagi ko‘rinishga ega 

bo‘lgan Caputo ma’nosidagi kasr tartibli hosiladir: 

𝐶𝜕0𝑡
𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡) =

1

𝛤(1 − 𝛼)
∫ (

𝑡

0

𝑡 − 𝜏)−𝛼
𝜕𝑢(𝑥, 𝜏)

𝜕𝜏
𝑑𝜏. 

Berilgan tenglama uchun boshlang‘ich shart (Koshi sharti) quyidagicha qo‘yiladi: 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),  𝑥 ∈ ℝ, 

bunda 𝜑(𝑥) — berilgan yetarlicha silliq va abssolyut integrallanuvchi funksiyadir. 

 Masalaning cheksiz doirada qaralayotganini hisobga olib, cheksizlikda yechimning 

so‘nuvchanlik shartini talab qilamiz: lim|𝑥|→∞ 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 0. 

Ushbu Koshi masalasini analitik yechish uchun integral almashtirishlar usulidan, 

xususan, fazoviy o‘zgaruvchi 𝑥 bo‘yicha Furye almashtirishi va vaqt o‘zgaruvchisi 𝑡 

bo‘yicha Laplas almashtirishining kombinatsiyasidan foydalanamiz. Berilgan funksiya 𝑓(𝑥) 

ning Furye almashtirishi va uning teskarisi mos ravishda quyidagicha aniqlanadi: 

𝑓(𝜉) = ℱ{𝑓(𝑥)}(𝜉) = ∫ 𝑓
−ℝ

(𝑥)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥,  𝑓(𝑥) = ℱ−1{𝑓(𝜉)}(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓

−ℝ

(𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉. 

Shuningdek, 𝑔(𝑡) funksiyaning Laplas almashtirishi quyidagi integral orqali 

ifodalanadi: 

𝑔̃(𝑠) = ℒ{𝑔(𝑡)}(𝑠) = ∫ 𝑔
∞

0

(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡. 

Caputo kasr tartibli hosilasining Laplas almashtirishi xossasiga ko‘ra, 

ℒ{ 𝐶𝜕0𝑡
𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡)}(𝑠) = 𝑠𝛼𝑢̃(𝑥, 𝑠) − 𝑠𝛼−1𝑢(𝑥, 0) 

munosabat o‘rinlidir. Dastlab, Koshi masalasining har ikkala tomoniga 𝑥 

o‘zgaruvchisi bo‘yicha Furye almashtirishini qo‘llaymiz. Furye almashtirishining hosila 

olish qoidasiga ko‘ra, ℱ{
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
} = −𝜉2𝑢̂(𝜉, 𝑡) bo‘ladi. Natijada, kasr tartibli differensial 

tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi: 
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𝐶𝜕0𝑡
𝛼 𝑢̂(𝜉, 𝑡) = −𝜆𝜉2𝑢̂(𝜉, 𝑡), 𝑢̂(𝜉, 0) = 𝜑̂(𝜉). 

Hosil bo‘lgan oddiy kasr tartibli differensial tenglamaga vaqt o‘zgaruvchisi 𝑡 

bo‘yicha Laplas almashtirishini qo‘llaymiz. Bu esa bizga quyidagi algebraik munosabatni 

beradi:     𝑠𝛼 𝑢̃̂(𝜉, 𝑠) − 𝑠𝛼−1𝜑̂(𝜉) = −𝜆𝜉2𝑢̃̂(𝜉, 𝑠). 

Ushbu tenglamadan noma’lum 𝑢̃̂(𝜉, 𝑠) funksiyani ajratib olamiz: 

𝑢̃̂(𝜉, 𝑠) =
𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝜆𝜉2
𝜑̂(𝜉). 

Endi teskari Laplas almashtirishini bajarish talab etiladi. Buning uchun Mittag-

Leffler tipidagi maxsus funksiyalar nazariyasiga murojaat qilamiz. Ma’lumki, ikki 

parametrli Mittag-Leffler funksiyasi quyidagi qator ko‘rinishida aniqlanadi: 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 𝛽)

∞

𝑘=0
,  𝛼 > 0,  𝛽 > 0,  𝑧 ∈ ℂ. 

Agar 𝛽 = 1 bo‘lsa, u bir parametrli Mittag-Leffler funksiyasi 𝐸𝛼(𝑧) = 𝐸𝛼,1(𝑧) ga 

aylanadi. Mittag-Leffler funksiyasining Laplas almashtirishi jadval formulasiga ko‘ra: 

ℒ{𝐸𝛼(−𝜔𝑡𝛼)}(𝑠) =
𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝜔
. 

Bizning holatda𝜔 = 𝜆𝜉2ekanligini hisobga olsak, teskari Laplas almashtirishini 

qo‘llash natijasida quyidagi ifoda hosil bo‘ladi: 

𝑢̂(𝜉, 𝑡) = 𝐸𝛼(−𝜆𝜉2𝑡𝛼)𝜑̂(𝜉). 

Keyingi bosqichda teskari Furye almashtirishini qo‘llash orqali masalaning 

yechimini original koordinatalarda topamiz. Konvolutsiya (o‘rama) haqidagi teoremaga 

asosan, ikki funksiya ko‘paytmasining teskari Furye almashtirishi ularning asl nusxalarining 

konvolutsiyasiga teng: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐺
∞

−∞

(𝑥 − 𝜉, 𝑡)𝜑(𝜉)𝑑𝜉, 

bu yerda 𝐺(𝑥, 𝑡) funksiya Koshi masalasining fundamental yechimi (Grin funksiyasi) 

bo‘lib, u quyidagicha aniqlanadi: 

𝐺(𝑥, 𝑡) = ℱ−1{𝐸𝛼(−𝜆𝜉2𝑡𝛼)}(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜉𝑥

∞

−∞

𝐸𝛼(−𝜆𝜉2𝑡𝛼)𝑑𝜉. 

𝐸𝛼(−𝜆𝜉2𝑡𝛼) funksiyaning 𝜉 o‘zgaruvchisiga nisbatan juftligidan foydalanib, 

integralni quyidagicha yozish mumkin: 

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

𝜋
∫ cos

∞

0

(𝜉𝑥)𝐸𝛼(−𝜆𝜉2𝑡𝛼)𝑑𝜉. 

Ushbu integralni hisoblash va uni tahlil qilish uchun quyidagi muhim teoremani 

keltiramiz va uni qat’iy isbotlaymiz. 

Teorema 1. Agar 0 < 𝛼 ≤ 1 𝑣𝑎 𝜆 > 0bo‘lsa, u holda kasr tartibli diffuziya 

tenglamasi uchun Koshi masalasining fundamental yechimi quyidagi Wright funksiyasi 

orqali ifodalanadi: 

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜆𝑡𝛼/2
𝑀𝛼/2 (

|𝑥|

√𝜆𝑡𝛼/2
), 
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bu yerda 𝑀𝜇(𝑧) (M-Wright funksiyasi) quyidagi qator ko‘rinishiga ega: 

𝑀𝜇(𝑧) = ∑
(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑘! 𝛤(−𝜇𝑘 + 1 − 𝜇)

∞

𝑘=0
. 

Isbot. Mittag-Leffler funksiyasining qatorli yoyilmasini fundamental yechim 

formulasiga qo‘yamiz va hadma-had integrallash amalini bajaramiz (bunga qatorning tekis 

yaqinlashuvchanligi kafolat beradi): 

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

𝜋
∫ cos

∞

0

(𝜉𝑥) ∑
(−𝜆𝜉2𝑡𝛼)𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0
𝑑𝜉 =

1

𝜋
∑

(−𝜆𝑡𝛼)𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0
∫ 𝜉2𝑘

∞

0

cos( 𝜉𝑥)𝑑𝜉. 

Biroq, ushbu integral klassik ma’noda uzoqlashuvchi bo‘lganligi sababli, Wright 

funksiyasining integral ifodalaridan yoki Mellin almashtirishidan foydalanish maqsadga 

muvofiqdir. Muqobil yo‘l sifatida, 𝐺(𝑥, 𝑡) ning Laplas tasviri 𝐺̃(𝑥, 𝑠) ni ko‘rib 

chiqamiz:𝐺̃(𝑥, 𝑠) =
1

2𝜋
∫

𝑠𝛼−1

𝑠𝛼+𝜆𝜉2

∞

−∞
𝑒𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉. Ushbu integralni qoldiqlar (reziduumlar) haqidagi 

teorema yordamida hisoblaymiz. Maxrajning ildizlari               𝜉 = ±𝑖
𝑠𝛼/2

√𝜆
 nuqtalarda 

joylashgan. Yuqori yarim tekislikdagi qutb nuqtani olib, integralni hisoblasak: 

𝐺̃(𝑥, 𝑠) =
𝑠𝛼−1

2𝜋
⋅ 2𝜋𝑖 ⋅ 𝑅𝑒𝑠 (

𝑒𝑖𝜉𝑥

(𝜉 − 𝑖𝑠𝛼/2/√𝜆)(𝜉 + 𝑖𝑠𝛼/2/√𝜆)
, 𝑖

𝑠𝛼/2

√𝜆
) =

𝑠𝛼/2−1

2√𝜆
𝑒

−
|𝑥|

√𝜆
𝑠𝛼/2

 

Endi ushbu ifodadan teskari Laplas almashtirishini topishimiz kerak. Buning uchun 

quyidagi ma’lum integral munosabatdan foydalanamiz: 

ℒ{𝑡−1𝑊𝜌,0(−𝑧𝑡−𝜌)} = 𝑠𝜌−1𝑒−𝑧𝑠𝜌
. 

Bizning holatda 𝜌 = 𝛼/2$𝑣𝑎$𝑧 =
|𝑥|

√𝜆
. Teskari Laplas almashtirishini bajarib, 

quyidagiga ega bo‘lamiz: 

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜆
𝑡−1𝑊𝛼/2,0 (−

|𝑥|

√𝜆
𝑡−𝛼/2). 

Wright funksiyasining xossasiga ko‘ra, 𝑊𝜇,0(−𝑧) = 𝜇𝑧𝑀𝜇(𝑧) munosabati o‘rinli 

bo‘lib, u bizni bevosita Teorema tasdig‘iga olib keladi: 

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜆𝑡𝛼/2
𝑀𝛼/2 (

|𝑥|

√𝜆𝑡𝛼/2
). 

Teorema to‘liq isbotlandi. 

Ushbu fundamental yechim klassik diffuziya tenglamasining fundamental yechimi 

bilan solishtirilganda umumiyroq xarakterga ega. Agar 𝛼 = 1 bo‘lsa,            𝑀1/2(𝑧) =
1

√𝜋
𝑒−𝑧2/4 ekanligidan, klassik Gauss taqsimoti (Grin funksiyasi) kelib chiqadi:                              

𝐺(𝑥, 𝑡)|𝛼=1 =
1

2√𝜋𝜆𝑡
𝑒−

𝑥2

4𝜆𝑡. 

Olingan nazariy natijalarni mustahkamlash uchun aniq bir amaliy misolni ko‘rib 

chiqamiz. 

Misol 1. Quyidagi kasr tartibli diffuziya tenglamasi uchun Koshi masalasini qaraylik: 

𝐶𝜕0𝑡
1/2

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
,  𝑥 ∈ ℝ,  𝑡 > 0, 
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boshlang‘ich shart esa Delta funksiya ko‘rinishida berilgan bo‘lsin (manbali 

diffuziya): 

𝑢(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥). 

Yechimi. Berilgan masalada 𝛼 = 1/2 va 𝜆 = 1. Teorema 1 ga asosan, masalaning 

yechimi bevosita fundamental yechimning o‘ziga teng bo‘ladi, chunki ixtiyoriy 

funksiyaning delta-funksiya bilan konvolutsiyasi funksiyaning o‘zini beradi: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐺
∞

−∞

(𝑥 − 𝜉, 𝑡)𝛿(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐺(𝑥, 𝑡). 

U holda yechim quyidagi ko‘rinishni oladi: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑡1/4
𝑀1/4 (

|𝑥|

𝑡1/4
). 

Bu yerda 𝑀1/4(𝑧) funksiyani qator ko‘rinishida quyidagicha yozish mumkin: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑡1/4
∑

(−1)𝑘|𝑥|𝑘

𝑘! 𝑡𝑘/4𝛤 (1 −
𝑘 + 1

4
)

∞

𝑘=0
. 

Ushbu yechim vaqt o‘tishi bilan klassik diffuziyaga qaraganda sekinroq tarqaladi, bu 

subdiffuziya jarayonining asosiy xususiyatidir. 

Yana bir muhim usullardan biri bu — operatorli usul bo‘lib, u yuqoridagi integral 

almashtirishlarga muqobil hisoblanadi. Ushbu usulning mohiyatini quyidagi misol orqali 

ko‘rsatamiz. 

Misol 2. Quyidagi kasr tartibli tenglama uchun Koshi masalasi berilgan bo‘lsin: 

𝐶𝜕0𝑡
𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
,  𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2. 

Yechimi. Ma’lumki, yechimni operator ko‘rinishida 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡𝛼 𝜕2

𝜕𝑥2
)𝑥2 shaklida 

tasavvur qilish mumkin. Mittag-Leffler funksiyasining operatorli ko‘rinishini qatorga 

yoyamiz: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
𝑡𝛼𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

𝜕2𝑘

𝜕𝑥2𝑘
(𝑥2). 

Dara jali funksiyadan ketma-ket hosila olamiz: 

𝜕0

𝜕𝑥0
(𝑥2) = 𝑥2, 

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑥2) = 2, 

𝜕2𝑘

𝜕𝑥2𝑘
(𝑥2) = 0 (∀𝑘 ≥ 2). 

Shunday qilib, cheksiz qator atigi ikkita haddan iborat bo‘ladi:                         𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑡0

𝛤(1)
𝑥2 +

𝑡𝛼

𝛤(𝛼+1)
⋅ 2 = 𝑥2 +

2𝑡𝛼

𝛤(𝛼+1)
. 

Bu esa masalaning aniq analitik yechimidir. 

Xulosa qilib aytganda, kasr tartibli diffuziya tenglamalari uchun Koshi masalasini 

yechishda Furye va Laplas integral almashtirishlarining kombinatsiyasi eng samarali va 

universal apparat hisoblanadi. Olingan analitik yechimlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, kasr 

tartibli modellar tizimning o‘tmishdagi holatlarini (xotirani) saqlab qolish qobiliyatiga ega 

va tabiatdagi murakkab nomukammal jarayonlarni aniqroq tavsiflaydi. 
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